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4.2 换元积分法

4.2.1  第一类换元法（凑微分法）

4.2.2  第二类换元法
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第二类换元法

第一类换元法

基本思路
设 ,)()( ufuF =′ 可导,

CxF +)]([ϕ

( )( ) d u xf u u ϕ== ∫)()( xuCuF ϕ=+=

[ ( )]dF xϕ = [ ( )] d( ) xf x xϕ ϕ′
则有

[ ( )] ( )df x x xϕ ϕ′∴ =∫

( ) ( )F u f u′ =
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4.2.1 第一类换元法

定理4.2.1. ,)()( uFuf 有原函数设 ,)( 可导xu ϕ=

则有换元公式

( ( ))d ( )f x xϕ ϕ∫

(也称配元法

=′∫ xxxf d)()]([ ϕϕ

, 凑微分法)

CxF += ))((ϕ( )df u u= ∫ ( )F u C= + )(xu ϕ=
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例1 求

解 令 ,bxau += 则 ,dd xau = 故

原式 =∫ mu u
a

d1
a
1

= Cu
m

m +
+

⋅ +1

1
1

注 当 时
1
u∫

1 du
a

1 ln u C
a

= +
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例2  求

解

,
a
xu =令 则 x

a
u d1d =

∫ + 21 u
ud

a
1 Cu

a
+= arctan1

想到公式

∫ + 21
d

u
u

Cu += arctan

=

直接凑？
2

d ( )1

1 ( )

x
a
xa
a

=
+

∫

2
2

1 d

1 ( )

x
a x

a

=
+

∫
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例3 求

=
−∫ 21

d
u

u
想到 Cu +arcsin

解 ∫ − 2)(1
d

a
xa

x

∫ )(d))(( xxf ϕϕ (直接配元)[ ( )] ( )df xx xϕ ϕ′ =∫

∫ −
=

2)(1

)(d

a
x

a
x

( ( ))df x xϕ∫如何计算 ？
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C
ax
ax

a
+

+
−

= ln
2
1

例4 求

解 22
1

ax −


))(( axax +−
)()( axax −−+

a2
1

= )11(
2
1

axaxa +
−

−
=

∴ 原式 = 


a2
1
∫ ∫ +

−
− ax

x
ax

x dd







=

a2
1
∫ −

−
ax
ax )(d





[
a2
1

= ax −ln ax +− ln ] C+

∫ +
+

−
ax
ax )(d

( 0)a >
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例5 求

解 ∫ x
x
xd

cos
sin

∫−= x
x

cos
cosd

∫ x
xx

sin
dcos

∫= x
x

sin
sind

类似地

( )d
( )

f x x
f x
′

∫ ln ( )f x C= +
( )( )

)
d

(
=

f x
f x∫
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常用的几种配元形式:

=+∫ xbxaf d)()1( )(d bxa +
a
1

=∫ − xxxf nn d)()2( 1 d( )nx
n
1

=∫ x
x

xf n d1)()3( d( )nx
n
1

nx
1

=∫ xxxf dcos)(sin)5( xsind

=∫ xxxf dsin)(cos)6( xcosd−

2 1(4) ( ) dn nf x x x−∫
1 ( ) dn nnf x x
n

x= ∫
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2(7) (tan )sec df x x x =∫ xtand

=∫ xeef xx d)()8( xed

=∫ x
x

xf d1)(ln)9( xlnd

例6 求

∫ + xln21
xlnd

解 原式 = ∫ +
=

xln212
1 )ln21(d x+
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3
2

2
2 2

1 d( )
2 ( )

x
x a

=
+∫

例11 求 .d
)( 2

322

3

∫
+

x
ax

x

解 原式 = ∫
+ 2

3
)( 22 ax

2 2d ( )x x
2
1 222 )( aax −+

∫
−

+= 2
1

)(
2
1 22 ax )(d 22 ax + ∫

−
+− 2

3
)(

2
22

2
axa )(d 22 ax +

2 1( ) dn nf x x x−∫

∫
−

+= 2
1

)(
2
1 22 ax 2d( )x ∫

−
+− 2

3
)(

2
22

2
axa 2d( )x
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1 1 1
2 1 sin 1 sinx x

 + + − ∫

例10 求

解法1

∫= x
x
x d

cos
cos

2

∫ −
=

x
x
2sin1

sind
xsind=

[ xsin1ln
2
1

+= ] Cx +−− sin1ln

C
x
x
+

−
+

=
sin1
sin1ln

2
1

2 2
dx

x a−∫
1 ln

2
x a C

a x a
−

= +
+

1 d
cos

x
x

= ∫ 2

dsin
cos

x
x

= ∫
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∫ +
=

xx tansec

解法 2

xx tansec +
)tan(sec xx +

)tan(secd xx + ln sec tanx x C= + +

( )sec sec tanx x x′ =

( ) ( )sec tan sec sec tanx x x x x′+ = +
( ) 2tan secx x′ =

思想方法：把分子表示成分母的导数形式

( )sec tan
sec

sec tan
x x

x
x x

′+
=

+
两边求不定积分？
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csc cotx x
=

−∫
csc cotx x−

(csc cot )x x−

cscd( cot )x x−

同样可证

( )csc cotx x ′− ( )csc csc cotx x x= −

( )csc csc cotx x x′ = −

( ) 2cot cscx x′ = −
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或

ln tan
2
x C= +

2

2
tan cos

2 2

xd

x x= ∫
tan

2

tan
2

xd

x

 
 
 = ∫

2sin cos
2 2

dx
x x= ∫

c c d ln csc cots x x x x C= − +∫
ln csc cotx x C= − + + 1 1 cosln

2 1 cos
x C
x

−
= +

+

ln csc cot ln csc cot 0x x x x− + + =
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常用基本积分公式(二)
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)2cos2cos21( 2
4
1 xx ++=

例12 求

解 224 )(coscos xx =

2)
2

2cos1( x+
=

)2cos21( 2
4cos1

4
1 xx +++=

)4cos2cos2( 2
1

2
3

4
1 xx ++=

=∴ ∫ xxdcos4 xxx d)4cos2cos2( 2
1

2
3

4
1 ++∫

∫ xd2
3 )2d(2cos xx∫+ ])4(d4cos8

1 xx∫+

用倍角公式降幂
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例8 求 .dsec6 xx∫

xdxx 222 sec)1(tan ⋅+∫
xxx tand)1tan2(tan 24∫ ++=

x5tan
5
1

= x3tan
3
2

+ xtan+ C+

4 2(tan ) dtan 2tan dtan dtanx x x x x= + +∫ ∫ ∫

解 原式 = xtand
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例13 求

解 =xx 3cossin 22


2
2
1 )]2sin4(sin[ xx −

xxxx 2sin2sin4sin24sin 2
4
1

4
12

4
1 +⋅−=

)8cos1(8
1 x−= xx 2cos2sin2− )4cos1(8

1 x−+

∴原式 = ∫ xd4
1 )8d(8cos64

1 xx∫−

)2(sind2sin2
2
1 xx∫− )4d(4cos32

1 xx∫−

积化和差

倍角公式

1sin cos [sin( )+sin( )]
2

α β α β α β= + −



例9 求 .
1

d
∫ + xe

x

解法1

x
e

e
x

x
d

1∫ −

−

+
= ∫ −

−

+
+

−= x

x

e
e

1
)1(d

Ce x ++−= − )1ln(

解法2

x
ee

e
xx

x
d

)1(∫ +
=

x
xx e

ee
d)

1
11(∫ +

−=

x= Ce x ++− )1ln(

( )d
( )

f x x
f x
′

∫ ln ( )f x C= +

1 d( )
(1 )

x
x x e

e e
=

+∫

ln xe= Ce x ++− )1ln(
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例9 求 .
1

d
∫ + xe

x

解法1

解法3 

x
e

e
x

x
d

1∫ −

−

+
= Ce x ++−= − )1ln(

ln(1 )xx e− +

三种方法的结果一样

解法2

x
ee

e
xx

x
d

)1(∫ +
= x= Ce x ++− )1ln(

x
e

ee
x

xx
d

1
)1(

∫ +
−+

= xd∫=
d(1 )

1

x

xe
e+

−
+∫

x= Ce x ++− )1ln(

( )d
( )

f x x
f x
′

∫ ln ( )f x C= +

ln(1 )xe−= − +

ln ln( 1)x xe e= − + ln( )
1

x

x
e

e
=

+
1ln( )

1xe−=
+
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例14 求

解 原式= ∫ +
+ x

exx
x

x d
)1(

)1( xe
xe

)1(
1

xx xexe +

)(d)
1

11( x
xx ex

exex +
−= ∫

)1(
1

xx

xx

xexe
xexe

+
−+

=

xexln= xex+− 1ln C+ ln ln 1 xx x x e C= + − + +

分析:

1 d( )
(1 )

x
x x x e

x e x e
=

+∫
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例15 求

2

arctan d
(1 ( ) )

x x
x x+∫ x

x
x d
))(1(

arctan2 2∫ +
=

2 arctan d(arctan )x x= ∫

.d
sin1

cossin)2(,d
)1(

arctan)1( 4 x
x
xxx

xx
x

∫∫ ++

解(1)原式 =

(2)原式 = 2 2

sin d(sin )
1 (sin )

x x
x+∫

)(sind
)(sin1

1
2
1 2

22 x
x∫ +

=

Cx += 2)(arctan

Cx += )arctan(sin
2
1 2

11
2

d
x

x d x⋅ = 2sin c sos2 indx d xx x =
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小结 常用简化技巧:

(1)  分项积分:

(2)  降低幂次:

(3)  统一函数:利用三角公式;配元方法

(4)  巧妙换元或配元

等xx 22 cossin1 +=

凑幂法
=∫ − xxxf nn d)( 1 nn

n xxf d)(1 ∫
=∫ x

x
xf n d1)( n

x
n

n xxf n d)( 11 ∫

利用积化和差;分式分项;

利用倍角公式 ,如
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思考与练习 1 下列各题求积分的方法有何不同?

∫ + x
x

4
d)1( ∫ + 24

d)2(
x
x

x
x

x d
4

)5( 2

2

∫ +

∫ − 24
d)6(

x
x

∫
− 24

d)7(
xx

x

∫ +
+

=
x
x

4
)4(d

∫ +
= 2

2

2
2
1

)(1
)d(

x

x

[ ] x
x

d
4

41 2∫ +
−=

xx +
+

− 2
1

2
1

∫ −−
=

2)2(4 x
)2(d −x

2

d(3)
4

x
x−

∫
2

d( )
=

1

2

2
( )

x

x
−

∫ x
x

x d
4

)4( 2∫ +

2

2

1 d(4 )
2 4

x
x

+
=

+∫
2(8) 4 dx x−∫

2(11) 4 dx x+∫
2(12) 4 dx x−∫

2

1(9 10) d
4

x
x ±

∫，



26

4.2.2 第二类换元法

第一类换元法解决的问题

难求 易求

xxxf d)()]([ ϕϕ ′∫ ∫= uuf d)( )(xu ϕ=

若所求积分

xxxf d)()]([ ϕϕ ′∫ 易求,

则得第二类换元积分法.

难求，∫ uuf d)(

常用的第二类换元法有

三角代换，倒代换，根式代换
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定理4.2.2   设 是单调可导函数 ,且

具有原函数,

.)()(1 的反函数是其中 txxt ψψ == −

则有换元公式

( )df x x∫

1 ( )
[ ( )] ( )d

t x
f t t t

ψ
ψ ψ −=

′∫

( )x tψ=令
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例16 求 .)0(d22 >−∫ axxa

解 令 sin ,x a t= 则

taaxa 22222 sin−=− tacos=

ttax dcosd =

∴ 原式 tacos∫= tta dcos⋅ tta dcos22 ∫=

( ) Ca += 2
4
2sin

2
tt

+

a xt

a
xarcsin Cxax +−+ 22

2
1

2

2a
=

ttt cossin22sin = 2=
a
x
⋅

a
xa 22 −

⋅

2 1 cos2 d
2

ta t+
= ∫

(0, )
2

t π
∈ 时

2 2a x−

( , )
2 2

,t π π
−∈
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例17 求

解 令 ,),(,tan 22
ππ−∈= ttax 则

22222 tan ataax +=+ tasec= ttax dsecd 2=

∴ 原式 ∫=
             ta 2sec
tasec

td tt dsec∫=

1tansecln Ctt ++=

a

x
22 ax +
t[ln=

22 ax +

)ln( 1 aCC −=

+ x
a ] 1C+

(0, )
2

t π
∈ 时[ ]2 2

1ln lnx x a a C= + + − +
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例18 求

解 ,时当 ax > 令 sec , ( 0 , ) ,
2

x a t t π
= ∈ 则

22222 sec ataax −=− ta tan=
=xd ttta dtansec

∴ 原式 t∫= d                  tta tansec
ta tan

tt dsec∫=

1tansecln Ctt ++=
22 ax −

t

1                       ln C+=

)ln( 1 aCC −=

22 ax −
a+

x
a

x
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,时当 ax −< 令 ,ux −= ,au >则 于是

∫ −
−=

22
d

au
u

1
22ln Cauu +−+−=

1
22ln Caxx +−+−−=

)ln2( 1 aCC −=

( ) 1
2 2

1ln x x a C
−

= − + − +
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说明(1) 以上几例所使用的均为三角代换.

三角代换的目的是化掉根式.

一般规律如下：当被积函数中含有

22)1( xa − 可令 ;sin tax =

22)2( xa + 可令 ;tan tax =

22)3( ax − 可令 .sec tax =

)
2

,
2

( ππ
−∈t

)
2

,
2

( ππ
−∈t

)
2

,0(, π
∈> tax 时 ),

2
( π
π

∈−< tax 时，

, ,x a x u< − = − 或当 时 令
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通过配方，可化为上面
三种情况之一。

2ax bx c+ +含 的积分

∫
++ 21 xx

dx

∫
++

+
=

22 )
2
1()

2
3(

)
2
1(

x

xd

例

2 23 1( ) ( )
2 2

dx

x

=

+ +
∫

例19.求

解:原式 = ∫ − 22 )()(
)(d

2
1−x

2
5

2
1−x
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原式 ∫ −−= 2
1

)1( 22ta22
1
a

例19 求 .d4

22

∫
− x

x
xa

解 令
1 ,x
t

= 则

原式 ∫= t
t

d1
2

−
⋅ ttta d)1( 2

122∫ −−=
4

2

1

12

t

t
a −

C
a

ta
+

−
−= 2

22

3
)1( 2

3

当 x < 0 时, 

)1(d 22 −ta

sin , ( , ),
2 2

0

x a t t

t

π π
= ∈ −

≠

令

,u x= − 令

( 0)a >
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例21 ∫ +
dx

e x1
1

,
1

2
,2,1,11

2

2

dt
t

tdx

tdtdxetete xxx

−
=

=+>+

从而

＝则＝令

2
2 1 1 1ln | | ln | |

1 1 1 1

x

x

t edt C C
t t e

− + −
= = + = +

− + + +
∫原式

解

1
1 x

dx
e+

∫解：

1
( )x

x x

ed
e e

−

− −
= −

⋅ +
∫ ( )

2 1

x

x

d e
e

−

−
= − =

+
∫ 

2

x

x x

e dx
e e

−

− −
=

+
∫
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小结:
1. 第二类换元法常见类型:   

,d),()1( ∫ + xbaxxf n 令 n bxat +=

,d),()2( ∫ +
+ xxf n

dxc
bxa

令 n
dxc
bxat +

+=

,d),()3( 22∫ − xxaxf 令 tax sin= 或 tax cos=

,d),()4( 22∫ + xxaxf 令 tax tan=

,d),()5( 22∫ − xaxxf 令 tax sec=

第
四
节
讲

5

2
d

1
x x

x+
∫如：
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2. 常用基本积分公式(三)

(7) 分母中因子次数较高时, 可试用倒代换

,d)()6( ∫ xaf x
令

xat =

72 2 2

d d
( 2)

x x
x xx x a ++

∫ ∫如： ，

2 2

1(23 24) d x
x a

=
±

∫， 2 2ln x x a C±+ +
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